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1.1.1 Processpuntuali

Esistonain naturaalcunifenomeniin cui dei puntiisolati sonodistribuiti in manieracasuale
in unospaziocontinuo.Un casomolto importantee quelloin cui consideriama@omespazio
continuol'insiemedei numerireali associat@ll’'evolveredel tempo:i puntiisolati di questo
spaziopossonorappresentargli istanti in cui si verificanodeterminatifatti che vengono
comunementeletti eventi Tra i fenomeniche possoncesseraappresentatin tal modoci
sonoadesempio:

1) I'arrivo delle chiamateelefonichein unacentraledi commutazione;

2) le richiestedi unarisorsa(ad esempid’accessaa disco)in un sistemadi calcolomultita-
sking;

3) I'emissionedegli elettronidapartedi un emettitoreincandescentis unavalvolatermoio-
nica,;

4) I'arrivo deifotoni provenientidaunasomgenteluminosasudi un dispositivo fotorivelatore;
ecc..

In altri casilo spaziocontinuodi riferimento puo esseraunaregionedel pianoo dello
spazioeuclideo.Si pensi,ad esempioalla dislocazioneleifiori di papaeroin un campodi
granoo alla distribuzionedelle stellenello spazioastronomico.

Il modelloprobabilisticoadattoa descrverequestaipo di fenomenie quellodeiprocessi
puntuali

Lo spaziodi riferimentochenoi considereremsai semprd’insieme R deinumerireali
cheinterpreterema@omeassedei tempi. In questocaso,ogni realizzazioneali un processo
puntualee costituitadaun insiemedi punti dell'assereale,detti istanti di arrivo. In partico-
lare considereremd casoin cui ogni realizzazione costituitada un numerofinito di punti
o al massimada unainfinita numerabiledi punti cheindicheremoconty,ts,ts,... , come
mostratoin Figural.la.

Ognirealizzazionali un process@untualepud esererappresentaten modocorveniente
associandad ogni istantedi arrivo ¢; I'impulso §(¢ — ¢;) di areaunitariacentratoproprio
nell'istantet; stessocomemostratoin Figural.lb. Questaoperazioneonsentali studiare
il process@untualemediantal processc(t) definitocome

2(t) = Zé(t — ;). (1.1)

Quellochespessanterressatudiaredei processpuntualie legatoal numerodi istantidi ar
rivo chesi verificanoin un sottoinsiemelell’asserealedei tempi,chesolitamente costituito
daunintervallo.

Dalla (1.1) risultaimmediatamenteheil numeradi arrivi N(A) chesi verificanonel
sottoinsiemed dell’asserealerisulta

Comeabbiamogia detto,i sottoinsiemidi maggiorinteressesonogli intervalli, e piu preci-
samentali intenalli apertia sinistrae chiusia destra,cioé del tipo (s, s + h], conh > 0.



Capitolo 1. Processigaussianie di Poisson.Rumore

a) |
t; 0 t L ts t
z(t)
b)
ty t b t; t
N(t)
’7
C) |
woot b b t t

Figura 1.1 a) Esempidli realizzazioneli unprocess@untualep) realizzazionelelprocess@untuale
associatog) realizzazionelel process@ontatoreassociato.

Allora il numerodi arrivi in taleintervallo risulta
s+h
N(s,s+h] = / z(u)du.
8

Si noti che nel calcolodell'integralegli eventualiimpulsi centratinell'istantes non vanno
consideratimentrevannoconsideratguelli centratinell'istantes + h.

In basea quantoabbiamofinora visto, un processaleatoriosi dice di tipo puntualese
ognisuarealizzazione costituitadaun insiemefinito o numerabiledi arrivi {t1, 2, ...} tale

che,perogninumerainteropositivo M eperogni M -pladiintenalli (s1, s1+h1], ..., (sm, sm+
har], i corrispondenthumeridi arrivi
N(s1,81 + hi],...,N(sm,sm + hu) (1.2)

sonodellevariabili aleatorie.

Un process@untualerisultacompletamentepecificataquandoe notala descrizionesta-
tistica congiuntadi tutte le variabili aleatoriein (1.2). Si noti chele variabili aleatoriein
(1.2) sonodi tipo discretopoiché assumonaolamentevalori interi. Di consguenzda loro
descrizionestatisticgpud esseralatapermezzodelle corrispondentdistribuzioni di massa.

Seorafissiamoun istantedi riferimentow, € possibileconsiderarél numerodi arrivi
nellintervallo (w, t] al variaredell’'estremot. Talenumerovienedettoprocessaontatoe ed
e quindidefinito,pervalori di ¢ > w, dallarelazione

N(t) 2 N(w,t] = /t z(u)du ,  t>w. (1.3)

w

Tale definizionesi puo inoltre generalizzardin manierasimile a quantosi fa conle aree
negative nel casodegli integrali di funzioni) pervaloridi ¢ < w ponendo

N(t) = =N(t,w] = — /w z(u)du ,  t<w. (1.4)
¢
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La Figural.lc mostraun esempidli realizzazion&lel process@ontatoreaelativo al processo
puntualedi Figural.la. Si noti chesi trattadi un process@tempocontinuoe a valori interi.
Inoltre, al crescerdli ¢, il valoredi N (t) nonpud decrescere.

Ovviamentela descrizionestatisticadel processocontatoree sufiiciente a descrvere
completamentd processguntuale,in quantoperogniintervallo (s,s + h] conh > 0 si
ha

N(s,s +h] = N(s+ h) — N(s).

1.1.2 Processidi Poisson

L’esempiopiu comunee piu semplicedi processpuntualie quello dei processidi Poisson
Laloro importanza dovutaal fattochemolti fenomenfisici chesonocaratterizzattdaarrivi
casualipossonaesseralescrittimedianteprocessdi Poisson Esempidi tali fenomenisono:
I'emissionedi particelledapartedi unasostanzaadioattva, 'emissionedi fotoni dapartedi
unasomgenteluminosale chiamatead unacentraletelefonica.ecc..

Un process@untualesi dice processali Poissondi intensit A, con A > 0, seil numero
di arrivi N (s, s+ T] in unqualsiasintervallo (s, s + T, conT > 0, &€unavariabilealeatoria
di Poissondi mediaAT e, inoltre, per ogni numerointero e positvo M e perogni M-pla
di intervalli disgiunti (s1,s1 + T1],-.., (sam, sm + T, le variabili aleatorieN(sq, s1 +
Ti1],...,N(sm,sm + Tar] sonoindipendenti.Quest’ultimacondizionepud essereespressa
in modoequialentedicendochei numeridegli arrivi chesi verificanoin intervalli di tempo
disgiuntisonoindipendenti

Domandal.1 Scriverela distribuzionedi massalellavariabilealeatoriaN (s, s + T'] perognis € R
eT > 0.

Domandal.2 Verificareche,in unprocessali Poissonla probabilitacheil numerodi arrivi N (s, s+
T siaprossimaal valor medioAT aumentaal crescerali AT

Esercizio 1.1 Dimostrareche, per un processali Poissondi intensi& ), la probabilit che si veri-

fichi esattamenten arrivo in un intenvallo di tempoinfinitesimo € ugualealla duratadellintervallo

moltiplicataper A. Si noti chequestoe equivalentea dimostrareche,perognis € R
PIN(s,s+T]=1]

lim =
T—0+ T

Esercizio 1.2 Dimostrareche, per un pocessadi Poisson la probabilit di avere due o pill arrivi
contemporane? nulla. Si noti chequestoe equivalentea dimostrareche,perognis € R

lim PIN(s,s + T] > 1] —0.
T—0t T

Esercizio 1.3 Dimostrareche,perun processali Poisson)a probabilita di avereun numerodi arrivi
nullo in unintenallo di tempoinfinitesimorisultaparia uno.

Dalla definizionedi processali Poissonsggue che la descrizionestatisticadella varia-
bile aleatorialN (s, s + T'] chedail numerodi arrivi nell'intervallo (s, s + T'], nondipende
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dall'istanteiniziale s ma solamentedalla durataZ” di tale intervallo. Cio rappresentaina
importanteproprietidi stazionaried deiprocessii Poisson.

L'intensi& A del processali Poissonchehale dimensionidell'inversodi un tempo,da
unaindicazionedi quantisonogli arrivi perunitadi tempo.

E importanteosserarechela descrizionestatisticacompletadi un processali Poissorg
direttamenteicavabiledallasolaconoscenzdellasuaintensig\, comepossiamaiavedere
considerandd seguentiesempi.

Esempio 1.1 Dato un processadi Poissoncon intensi&i A, vogliamo calcolarela probabilita che
nell'intervallo (3, 5] si verifichinoduearrivi e nell'intervallo (7, 11] si verifichinotre arrivi. Perquanto
Visto soprapossiamescrivere

P[N(s, 5] = 2, N(7,11] = 3] P[N(s, 5] = 2] P[N(?, 11] = 3]

_ (20 _a(dN)?

Y 3!
dove abbiamosfruttatol'indipendenzafra il numerodi arrivi negli intenalli (3, 5] e (7, 11] chesono
disgiunti.

Esempio 1.2 Dato un processadi Poissoncon intensi&i A, vogliamo calcolarela probabilita che
nellintervallo (1, 5] si verifichino zeroarrivi e nellintervallo (2, 7] si verifichinon arrivi. E evidente
chequestoproblemag equivalentea calcolarela probabilita chesi verifichinozeroarrivi nell'intervallo
(1, 5] en arrivi nell'intervallo (5, 7]. Essendauestiultimi dueintenalli disgiunti,si ha

P[N(l, 5] = 0,N(2,7) = n] = P[N(l, 5] =0,N(5,7] = n]

—4x =2 2" _

= P[N(1,5] =0]P[N(5,7] ="] =e !

Esempio 1.3 Dato un processadi Poissoncon intensi&i A, vogliamo calcolarela probabilita che
nell'intervallo (1, 5] si verifichinotre arrivi e nell'intervallo (2, 7] si verifichi un soloarrivo. Abbiamo
quindi

M8

P[N(1,5] =3,N(2,7] = 1] = P[N(1,5] =3,N(2,5] =k, N(2,7] = 1]

S
I

0

M

P[N(1,2] =3 —k,N(2,5] =k, N(5,7) = 1 k]

a

=0

P[N(1,2] = 3] P[N(z, 5] = 0] P[N(5, 7] = 1]

+P[N(1,2] = 2| P[N(2,5] = 1] P[N(5,7] = 0]
_ X

dove abbiamasfruttatol'indipendenzdrail numeradi arrivi negli intenvalli (1, 2], (2, 5] e (5, 7] noncte
il fattochei terminidellaseriesononulli perk > 1.

2
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Esistonamolti casidi interesseraticoin cui si verificanoeventidiversichepossonesse-
re convenientementenodellaticomesovrapposizionali pit processdi PoissonPeresempio
possiamaonsiderarguellocheavvienein unacentraletelefonicajn cui siverificail sovrap-
porsidellechiamateurbanee di quelleinterurbaneUn altro esempigud esserajuellodella



1.1. Processidi Poissone loro proprieta

sovrapposizionealeitransitidi autotreni autosetturee motocicliin unaautostradaSerappre-
sentiamoogni singolotipo di eventomedianteun process@untuale Ja sovrapposizionalei
diversitipi di eventodaluogoal process@untualesommadei singoli processichee quello
il cui processa@ontatoreé la sommadei rispettvi processicontatore.In molti casiinoltre
ogni singolotipo di eventononhaalcunarelazionecongli altri tipi di evento,e quindii vari
flussidi eventi si possonaitenereindipendenti Questanozioneintuitiva di indipendenzai
pud formalizzarenel sgguentemodo: due processipuntualisi diconoindipendentise sono
indipendenti rispettii processcontatori.

Vale alloral'importante proprieti chela sommadi K processidi Poissonindipendenti

conintensi® A1, Ao, - .., Ak, €ancor un processali Poissonconintensigt A = \; + Ao +
-4 Ak
Al finedi dimostrarequestaroprie, consideriamo processcontatoriNg (t), . . ., Nk (t)

dei singoli processie il processacontatoreN (¢) del processasomma. Perogni intervallo
(s,s +T]siha
N(s,s +T] = Nyi(s,s+T]+---+ Nk(s,s +T]

cheelasommadi variabili aleatoriedi Poissorindipendentconparametrizi T, . .., AgT'. Di

consguenzaN (s, s+ T risultaunavariabilealeatoriadi Poissordi media(A, +- - -+ A g )T

Inoltre & facile dimostrarechei numerideggli arrivi chesi verificanoin intenalli di tempo
disgiuntisonoindipendentiguindi NV (¢) risultaesserdl process@ontatoredi unprocessali

PoissorconintensitA; + --- + k.



