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1.1 Processidi Poissone loro proprietà

1.1.1 Processipuntuali

Esistonoin naturaalcunifenomeniin cui dei punti isolati sonodistribuiti in manieracasuale
in unospaziocontinuo.Un casomolto importanteè quelloin cui consideriamocomespazio
continuol’insiemedei numerireali associatoall’evolveredel tempo:i punti isolati di questo
spaziopossonorappresentaregli istanti in cui si verificanodeterminatifatti che vengono
comunementedetti eventi. Tra i fenomenichepossonoessererappresentatiin tal modoci
sonoadesempio:

1) l’arrivo dellechiamatetelefonichein unacentraledi commutazione;

2) le richiestedi unarisorsa(adesempiol’accessoa disco)in un sistemadi calcolomultita-
sking;

3) l’emissionedegli elettronidapartedi un emettitoreincandescentein unavalvola termoio-
nica;

4) l’arrivo dei fotoni provenientidaunasorgenteluminosasudi undispositivo fotorivelatore;
ecc..

In altri casi lo spaziocontinuodi riferimentopuò essereunaregionedel pianoo dello
spazioeuclideo.Si pensi,adesempio,alla dislocazionedei fiori di papaveroin un campodi
granoo alla distribuzionedellestellenello spazioastronomico.

Il modelloprobabilisticoadattoadescriverequestotipo di fenomenìequellodeiprocessi
puntuali.

Lo spaziodi riferimentochenoi considereremosar̀asemprel’insieme
�

deinumerireali
cheinterpreteremocomeassedei tempi. In questocaso,ogni realizzazionedi un processo
puntualeè costituitadaun insiemedi punti dell’assereale,detti istanti di arrivo. In partico-
lareconsidereremoil casoin cui ogni realizzazionèe costituitadaun numerofinito di punti
o al massimoda unainfinità numerabiledi punti cheindicheremocon ���������	����
��
���
� , come
mostratoin Figura1.1a.

Ogni realizzazionedi un processopuntualepuò esererappresentatain modoconveniente
associandoad ogni istantedi arrivo ��� l’impulso ������������� di areaunitariacentratoproprio
nell’istante ��� stesso,comemostratoin Figura1.1b. Questaoperazioneconsentedi studiare
il processopuntualemedianteil processo������� definitocome����������� � ����� �!���"�#� (1.1)

Quellochespessointerressastudiaredei processipuntualiè legatoal numerodi istantidi ar-
rivo chesi verificanoin unsottoinsiemedell’asserealedei tempi,chesolitamentèecostituito
daun intervallo.

Dalla (1.1) risulta immediatamenteche il numerodi arrivi $%��&'� chesi verificanonel
sottoinsieme& dell’asserealerisulta$%��&'�(�*),+-�.��/0��1�/2�
Comeabbiamogià detto,i sottoinsiemidi maggiorinteressesonogli intervalli, e più preci-
samentegli intervalli apertia sinistrae chiusi a destra,cioè del tipo ��34�5376*8�9 , con 8�:<; .
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Figura 1.1 a)Esempiodi realizzazionedi unprocessopuntuale;b) realizzazionedelprocessopuntuale
associato;c) realizzazionedelprocessocontatoreassociato.

Allora il numerodi arrivi in taleintervallo risulta$%��34�53�6%8D90�E)%FHGJIF ����/K��14/J�
Si noti chenel calcolodell’integralegli eventuali impulsi centratinell’istante 3 non vanno
considerati,mentrevannoconsideratiquelli centratinell’istante3L6M8 .

In basea quantoabbiamofinora visto, un processoaleatoriosi dice di tipo puntualese
ognisuarealizzazionèecostituitadaun insiemefinito o numerabiledi arrivi N
� � ��� � �
�����PO tale
che,perogninumerointeropositivo Q eperogni Q -pladi intervalli �"3 � �R3 � 6S8 � 9"�
�����
�
�"3UT!�R3UTV68.TW9 , i corrispondentinumeridi arrivi$X�"3 � �53 � 6M8 � 9Y�����
�Z��$%��3[T!�53[T<6M8.T\9 (1.2)

sonodellevariabili aleatorie.
Un processopuntualerisultacompletamentespecificatoquandòenotala descrizionesta-

tistica congiuntadi tutte le variabili aleatoriein (1.2). Si noti che le variabili aleatoriein
(1.2) sonodi tipo discretopoich́e assumonosolamentevalori interi. Di conseguenzala loro
descrizionestatisticapuò esseredatapermezzodellecorrispondentidistribuzionidi massa.

Seora fissiamoun istantedi riferimento ] , è possibileconsiderareil numerodi arrivi
nell’intervallo ��]^���Y9 al variaredell’estremo� . Talenumerovienedettoprocessocontatoreed
è quindidefinito,pervalori di ��:%] , dallarelazione$X������_�`$X��]^���Y9a�*)Xbc �.��/0��1�/d� �(:�]^� (1.3)

Tale definizionesi può inoltre generalizzare(in manierasimile a quantosi fa con le aree
negativenel casodegli integrali di funzioni)pervalori di �(eM] ponendo$X������_�f�7$%���#��]79K�f�g) c

b ����/K��14/h� �(eM]^� (1.4)
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La Figura1.1c mostraunesempiodi realizzazionedelprocessocontatorerelativo al processo
puntualedi Figura1.1a. Si noti chesi trattadi unprocessoa tempocontinuoeavalori interi.
Inoltre,al cresceredi � , il valoredi $X����� nonpuò decrescere.

Ovviamentela descrizionestatisticadel processocontatoreè sufficiente a descrivere
completamenteil processopuntuale,in quantoper ogni intervallo ��34�53i6*8D9 con 8`:j; si
ha $X�"34�53(6M8D90�`$%��3(6M8�� �k$%��3[�#�
1.1.2 Processidi Poisson

L’esempiopiù comunee più semplicedi processipuntualiè quellodei processidi Poisson.
La loro importanzàedovutaal fattochemolti fenomenifisici chesonocaratterizzatidaarrivi
casualipossonoesseredescrittimedianteprocessidi Poisson.Esempidi tali fenomenisono:
l’emissionedi particelledapartedi unasostanzaradioattiva,l’emissionedi fotoni dapartedi
unasorgenteluminosa,le chiamateadunacentraletelefonica,ecc..

Un processopuntualesi diceprocessodi Poissondi intensit̀a l , con lg:`; , seil numero
di arrivi $X�"3��R3J6nmo9 in unqualsiasiintervallo ��34�5326pmo9 , con m�:�; , èunavariabilealeatoria
di Poissondi media lqm e, inoltre, per ogni numerointero e positivo Q e per ogni Q -pla
di intervalli disgiunti ��3 � �53 � 6*m � 9Y���
���Z�U��3[T!�53[Th6�mKT\9 , le variabili aleatorie $X��3 � �53 � 6m � 9Y�����
���5$X��3[Tg�53[Tr6MmaT\9 sonoindipendenti.Quest’ultimacondizionepuò essereespressa
in modoequivalentedicendochei numeridegli arrivi chesi verificanoin intervalli di tempo
disgiuntisonoindipendenti.

Domanda1.1 Scriverela distribuzionedi massadellavariabilealeatoriasut�vUw�v�xzy�{ perogni vo|z}
e yM~!� .
Domanda1.2 Verificareche,in unprocessodi Poisson,la probabilit̀acheil numerodi arrivi sut�vUw�v�xy�{ siaprossimoal valor medio �4y aumentaal cresceredi �4y .

Esercizio 1.1 Dimostrareche,per un processodi Poissondi intensit̀a � , la probabilit̀a chesi veri-
fichi esattamenteun arrivo in un intervallo di tempoinfinitesimo è ugualealla duratadell’intervallo
moltiplicataper � . Si noti chequestòe equivalentea dimostrareche,perogni vo|z}��������o��� P� sut�vUw�v2xVy�{�����{y �X�.�
Esercizio 1.2 Dimostrareche, per un pocessodi Poisson,la probabilit̀a di averedue o più arrivi
contemporaneìe nulla. Si noti chequestòe equivalenteadimostrareche,perogni vL|�}��������o��� P� sut�vUw�vJxpy�{q~X�5{y ���	�
Esercizio 1.3 Dimostrareche,perun processodi Poisson,la probabilit̀a di avereun numerodi arrivi
nullo in un intervallo di tempoinfinitesimorisultaparia uno.

Dalla definizionedi processodi Poissonseguechela descrizionestatisticadella varia-
bile aleatoria$X��34�R376�mo9 chedà il numerodi arrivi nell’intervallo ��34�53'6�mo9 , nondipende
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dall’istanteiniziale 3 ma solamentedalla durata m di tale intervallo. Ciò rappresentauna
importantepropriet̀adi stazionariet̀a deiprocessidi Poisson.

L’ intensit̀a l del processodi Poisson,cheha le dimensionidell’inversodi un tempo,dà
unaindicazionedi quantisonogli arrivi perunità di tempo.

È importanteosservarechela descrizionestatisticacompletadi un processodi Poissoǹe
direttamentericavabiledallasolaconoscenzadellasuaintensit̀a l , comepossiamogiàvedere
considerandoi seguentiesempi.

Esempio 1.1 Dato un processodi Poissoncon intensit̀a � , vogliamo calcolarela probabilit̀a che
nell’intervallo t��	w��Z{ si verifichinoduearrivi enell’intervallo t���wR�U��{ si verifichinotrearrivi. Perquanto
vistosoprapossiamoscrivere

P ��sut��	w��Z{��M��w�sut��	w#�
�5{��X�#��� P ��sut��	w��Z{��%�R� P ��sut��	w#�
�5{��X�#����[�D�H� t��U��� ��	� �[����� t¡ [���Y¢�	�
dove abbiamosfruttatol’indipendenzafra il numerodi arrivi negli intervalli t���w��#{ e t���w#�U��{ chesono
disgiunti.

Esempio 1.2 Dato un processodi Poissoncon intensit̀a � , vogliamo calcolarela probabilit̀a che
nell’intervallo tY�
w��Z{ si verifichinozeroarrivi e nell’intervallo t���w��Z{ si verifichino £ arrivi. È evidente
chequestoproblemàeequivalenteacalcolarela probabilit̀a chesi verifichinozeroarrivi nell’intervallotY�
w��Z{ e £ arrivi nell’intervallo t��	w��#{ . Essendoquestiultimi dueintervalli disgiunti,si ha

P ��sutY�Uw��Z{D�X��wHsut��	w��#{D�¤£,�W� P ��sutY�
w��Z{D���	w�sut��	w��#{D�¤£,�� P ��sutY�
w��Z{D���#� P ��sut��	w��#{D�¤£,�¥��� ����� � �D�H� t��U���Y¦£K� �
Esempio 1.3 Dato un processodi Poissoncon intensit̀a � , vogliamo calcolarela probabilit̀a che
nell’intervallo tY�Uw��#{ si verifichinotre arrivi e nell’intervallo t��	w��#{ si verifichi un soloarrivo. Abbiamo
quindi

P � sutY�
w��Z{D���	w�sut��	w��#{D��� � �¨§©ª5« � P � sutY�
w��Z{D���	w�sut��	w��#{D��¬�w�sut��	w��#{D��� �
� §©ª5« � P ��sutY�
w��Z{D����­u¬Dw�s�t��	w��#{D��¬Dw�s�t��	w��Z{����®­V¬[�� P � sutY�Uw��#{D��� � P � sut���w��Z{D��� � P � sut���w��Z{D��� �x P ��sutY�Uw��#{D�X�#� P ��sut���w��Z{D����� P ��sut���w��Z{��X�#��¯� ��� �,¢�	� � � ¢ � � ���H� �U�¥xg� �D� � ���� � � ¢ � �U�,� �D�H� w

doveabbiamosfruttatol’indipendenzafra il numerodi arrivi negli intervalli tY�
w��Z{ , t��	w��Z{ e t��	w��#{ nonch́e
il fattochei termini dellaseriesononulli per ¬°~X� .

Esistonomolti casidi interessepraticoin cui si verificanoeventidiversichepossonoesse-
reconvenientementemodellaticomesovrapposizionedi più processidi Poisson.Peresempio
possiamoconsiderarequellocheavvienein unacentraletelefonica,in cui si verificail sovrap-
porsidellechiamateurbaneedi quelleinterurbane.Un altroesempiopuò esserequellodella
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sovrapposizionedei transitidi autotreni,autovettureemotocicli in unaautostrada.Serappre-
sentiamoogni singolotipo di eventomedianteun processopuntuale,la sovrapposizionedei
diversitipi di eventodà luogoal processopuntualesommadei singoli processi,cheè quello
il cui processocontatoreè la sommadei rispettivi processicontatore.In molti casi inoltre
ogni singolotipo di eventononhaalcunarelazionecongli altri tipi di evento,e quindi i vari
flussidi eventi si possonoritenereindipendenti. Questanozioneintuitiva di indipendenzasi
può formalizzarenel seguentemodo: dueprocessipuntualisi dicono indipendentisesono
indipendentii rispettivi processicontatori.

Vale allora l’importantepropriet̀a che la sommadi ± processidi Poissonindipendenti
conintensit̀a l � �5l � �����
�Z�5l.² , è ancora un processodi Poissonconintensit̀a lp�fl � 6�l � 6³�³
³ 6Mlq² .

Al finedi dimostrarequestapropriet̀a,consideriamoi processicontatori$ � �����Z�����
���5$´²z�����
dei singoli processie il processocontatore$X����� del processosomma. Perogni intervallo��34�53L6Xmo9 si ha $%��34�53�6�mo9��*$ � ��34�53�6�m79,6 ³
³�³ 6%$´²z�"3��R3(6%mo9
cheèlasommadi variabilialeatoriedi Poissonindipendenticonparametril��Zm7�
�������5l ² m . Di
conseguenza$X�"3��R3q6zm79 risultaunavariabilealeatoriadi Poissondi media ��l0��6 ³
³�³ 6\l ² ��m .
Inoltre è facile dimostrarechei numeridegli arrivi chesi verificanoin intervalli di tempo
disgiuntisonoindipendenti,quindi $X����� risultaessereil processocontatoredi unprocessodi
Poissonconintensit̀a l0��6 ³�³�³ 6%l ² .


